
  

Практические занятия по курсу 

высшей математики (I семестр) на 

основе учебного пособия «Сборник 

индивидуальных заданий по высшей 

математике», том 1, под ред. 

Рябушко А.П. 
для студентов дневной формы обучения специальностей 1 -36 08 01 

«Машины и аппараты текстильной, лёгкой промышленности и 

бытового обслуживания»,  1-53 01 01 «Автоматизация 

технологических процессов и производств»  

 Составитель: доц. Никонова Т.В.     

2012/2013 учебный год  



˛̄̌́̃̌̆̎̉̆ 
ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ1 ʄʘʪʨʠʮʳ ʠ ʣʠʥʝʡʥʳʝ ʦʧʝʨʘʮʠʠ ʥʘʜ ʥʠʤʠ ............................................................ 4 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................... 4 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ .......................................................................................................................................... 5 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʜʘʥʠʝ ˉ 2 ʆʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʠ ʠ ʠʭ ʩʚʦʡʩʪʚʘ ................................................................................ 5 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................... 5 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ .......................................................................................................................................... 5 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʜʘʥʠʝ ˉ 3 ʄʝʪʦʜʳ ʚʳʯʠʩʣʝʥʠʷ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʝʡ .................................................................... 6 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................... 6 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ .......................................................................................................................................... 6 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʜʘʥʠʝ ˉ 4 ʈʘʥʛ ʤʘʪʨʠʮʳ ʠ ʤʝʪʦʜʳ ʝʛʦ ʚʳʯʠʩʣʝʥʠʷ ............................................................ 7 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................... 7 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ .......................................................................................................................................... 7 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʜʘʥʠʝ ˉ5 ʆʙʨʘʪʥʘʷ ʤʘʪʨʠʮʘ, ʨʝʰʝʥʠʝ ʉʃɸʋ ʤʘʪʨʠʯʥʳʤ ʤʝʪʦʜʦʤ .............................. 8 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................... 9 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ .......................................................................................................................................... 9 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ6 ʈʝʰʝʥʠʝ ʉʃɸʋ ʩ ʥʝʚʳʨʦʞʜʝʥʥʦʡ ʤʘʪʨʠʮʝʡ ʧʦ ʬʦʨʤʫʣʘʤ ʂʨʘʤʝʨʘ ʠ 

ʤʝʪʦʜʦʤ ɻʘʫʩʩʘ ..................................................................................................................................................... 9 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 10 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 10 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ7 ʈʝʰʝʥʠʝ ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʳʭ ʩʠʩʪʝʤ ʤʝʪʦʜʦʤ  ɻʘʫʩʩʘ ............................................. 10 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 11 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 11 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ8 ʃʠʥʝʡʥʳʝ ʦʧʝʨʘʮʠʠ ʥʘʜ ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ. ʇʨʦʝʢʮʠʠ ʚʝʢʪʦʨʘ.................................. 11 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 12 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 12 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ  ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ9 ɼʝʣʝʥʠʝ ʦʪʨʝʟʢʘ ʚ ʟʘʜʘʥʥʦʤ ʩʦʦʪʥʦʰʝʥʠʠ. ʉʢʘʣʷʨʥʦʝ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ 

ʚʝʢʪʦʨʦʚ ............................................................................................................................................................... 12 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 13 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 13 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ  ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ10 ɺʝʢʪʦʨʥʦʝ ʠ ʩʤʝʰʘʥʥʦʝ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ........................................... 13 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 14 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 14 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ11 ʇʨʷʤʘʷ ʥʘ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ......................................................................................... 14 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 14 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 15 



ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ12 ʇʨʷʤʘʷ ʠ ʧʣʦʩʢʦʩʪʴ ʚ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʝ .............................................................. 15 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 15 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 15 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ13 ʕʣʣʠʧʩ, ʛʠʧʝʨʙʦʣʘ, ʧʘʨʘʙʦʣʘ ............................................................................. 16 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 16 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 17 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ14 ʇʨʝʜʝʣ ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦʩʪʠ ............................................................................. 17 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 18 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 18 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ15 ʇʨʝʜʝʣ ʬʫʥʢʮʠʠ ʚ ʪʦʯʢʝ ʠ ʥʘ ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦʩʪʠ ................................................. 18 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 19 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 19 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ16 ʇʝʨʚʳʡ ʠ ʚʪʦʨʦʡ ʟʘʤʝʯʘʪʝʣʴʥʳʝ ʧʨʝʜʝʣʳ ...................................................... 19 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 19 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 19 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ17 ʇʨʦʠʟʚʦʜʥʘʷ, ʝʸ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʝʩʢʠʡ ʠ ʬʠʟʠʯʝʩʢʠʡ ʩʤʳʩʣ .................................. 20 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 20 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 20 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ18 ʇʨʘʚʠʣʘ ʠ ʬʦʨʤʳ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʦʚʘʥʠʷ............................................................ 21 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 21 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 21 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ 19 ʃʦʛʘʨʠʬʤʠʯʝʩʢʦʝ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʦʚʘʥʠʝ. ʇʨʦʠʟʚʦʜʥʘʷ ʬʫʥʢʮʠʠ ʟʘʜʘʥʥʦʡ 

ʥʝʷʚʥʦ ʠ ʧʘʨʘʤʝʪʨʠʯʝʩʢʠ ................................................................................................................................... 21 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 22 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 22 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ20 ʇʨʦʠʟʚʦʜʥʳʝ ʚʳʩʰʠʭ ʧʦʨʷʜʢʦʚ. ɼʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣ ............................................. 22 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 23 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 23 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ21 ʇʨʘʚʠʣʦ ʃʦʧʠʪʘʣʷ ............................................................................................. 23 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 24 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 24 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ22 ʀʩʩʣʝʜʦʚʘʥʠʝ ʬʫʥʢʮʠʡ ʥʘ ʤʦʥʦʪʦʥʥʦʩʪʴ ʠ ʵʢʩʪʨʝʤʫʤ ................................ 24 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 24 

ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 24 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ23 ʀʩʩʣʝʜʦʚʘʥʠʝ ʚʳʧʫʢʣʦʩʪʠ, ʚʦʛʥʫʪʦʩʪʠ ʛʨʘʬʠʢʦʚ ʬʫʥʢʮʠʡ, ʘʩʠʤʧʪʦʪʳ ... 25 

ʉʘʤʦʩʪʦʷʪʝʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ ................................................................................................................................. 25 



ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʳʝ ʚʦʧʨʦʩʳ ........................................................................................................................................ 25 

ʇʨʘʢʪʠʯʝʩʢʦʝ ʟʘʥʷʪʠʝ ˉ24 ʂʦʥʪʨʦʣʴʥʘʷ ʨʘʙʦʪʘ (ʧʨʠʤʝʨ) ......................................................................... 25 

ɺʦʧʨʦʩʳ ʢ ʵʢʟʘʤʝʥʫ ............................................................................................................................................. 26 

ɿʘʜʘʥʠʷ ʢ ʪʠʧʦʚʦʤʫ ʨʘʩʯʝʪʫ ............................................................................................................................. 29 

 

  



Практическое занятие №1 Матрицы и линейные операции над ними 

1. Даны матрицы A и B. Найти: A+B, 2A, A-3B, если: 

а)  A= 

ù
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ø

é
é
é

ê

è
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2. Даны матрицы A и B. Найти AB и BA, если: 

а) A=

ù
ù
ù
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é

ê

è

-
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201

, B=
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ù
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; б) A= ù
ú
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è
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(Ответ: а) AB=

ù
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è

-
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19110

1114

, BA=
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ù
ù
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---
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; б) AB= ù
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è
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.) 

3. Даны матрицы A, B и C. Найти A(BC),(AB)C и показать, что (AB)C=A(BC), 

если: 

а) A=

ù
ù
ù
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,  

C=[ ]6391- . 

(Ответ: а) ABC=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

103028

75818

9643

; б) ABC= ù
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.) 

4. Даны матрицы: A= ù
ú
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. Найти те из 

произведений AB, BA, AC, CA, BC, CB, которые имеют смысл. 

(Ответ: BA= ù
ú
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é
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è
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--
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202
, AC= ù
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é
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è
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0554
.) 

 Самостоятельная работа 

1. Для данных матриц A и B найти (A+3B) 2 , если: 

A=
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. (Ответ: .
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2. Найти (AB)C и A(BC), если: A= ù
ú
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, B=
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(Ответ: ù
ú
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é
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è

-

-
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10011
.) 



Контрольные вопросы 

1. Что называют матрицей? 

2. Что называют элементами матрицы? 

3. Какие матрицы называют прямоугольными, квадратными? 

4. Что называют вектор-столбцом, вектор-строкой? 

5. Что называют главной, побочной диагоналями? 

6. Что называют нулевой матрицей? 

7. Что называют диагональной матрицей? 

8. Что называют единичной матрицей? 

9. Что называют верхней треугольной матрицей? 

10. Что называют нижней треугольной матрицей? 

11. Расскажите об линейных операциях над матрицами. 

12. Какие матрицы называются коммуникативными? 

13. Какая матрица называется транспонированной? 

 

Практическое задание № 2 Определители и их свойства 

1. С помощью правила треугольников вычислить определители: 

а)

211

182

231-

;    б)

812

278

543

-

-

-

;    в)

524

513

121

-

-

.  (Ответ: а) -36; б) 0; в) 87.) 

2. Используя формулу Лапласа, вычислить определители: 

а) 

1511

4321

2123

1512

-
;   б) 

3214

2143

1432

4321

.  (Ответ: а) 54; б) 160.) 

Самостоятельная работа 

1. Используя формулу Лапласа, вычислить определитель 

0641

5220

9631

8112

-

--
. 

(Ответ: 27.) 

Контрольные вопросы 

1. Что называют определителем ʧ-го порядка? 

2. Запишите формулу для определителя второго порядка. 

3. Запишите формулу для определителя третьего порядка. 

4. Сформулируйте правило треугольников для определителя третьего порядка. 

5. Сформулируйте свойства определителя  ʧ-го порядка. 

6. Что называют минором элемента aij? 



7. Что называют алгебраическим дополнением элемента aij? 

8. Запишите формулу Лапласа. 

 

Практическое задание № 3 Методы вычисления определителей 

1. Вычислить определители методом приведения их к треугольному виду: 

а)

0642

7300

9520

4321

---

;   б)

4321

4331

4711

9521

-

-

.  (Ответ: а) 48; б) 20.) 

2. Вычислить определитель методом понижения порядка: 

.

057107

24576

52635

5761110

35587

 

(Ответ: 5.) 

3. Вычислить определители методом понижения порядка и методом 

приведения их к треугольному виду: 

а) 

1511

4321

2123

1512

-
;  б)

3214

2143

1432

4321

. (Ответ: а) 54; б) 160.) 

Самостоятельная работа 

1. Вычислить определитель методом понижения порядка и методом 

приведения его к треугольному виду: 

.

0641

5220

9631

8112

-

--

    

(Ответ: -27.)  

Контрольные вопросы 

1. Что называют определителем ʧ-го порядка? 

2. Запишите формулу для определителя второго порядка. 

3. Запишите формулу для определителя третьего порядка. 

4. Сформулируйте правило треугольников для определителя третьего порядка. 

5. Сформулируйте свойства определителя  ʧ-го порядка. 

6. Что называют минором элемента aij? 

7. Что называют алгебраическим дополнением элемента aij? 

8. Сформулируйте метод понижения порядка. 

9. Расскажите о методе вычисления определителя путем приведения его к 

треугольному виду. 



Практическое задание № 4 Ранг матрицы и методы его вычисления 

1.Найти ранг матрицы A с помощью элементарных преобразований или 

методом окаймляющих миноров и указать какой-либо базисный минор, если: 

а) A=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

-

----

----

11111

11312

55718

; б) A=

ù
ù
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é
é
é

ê

è

-

--

---

-

-

1211

4314

3413

2312

1101

; в) A=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

-

-

4172

1281

0241

. 

(Ответ: а) 2; б) 2; в) 3.) 

2. Зная основную матрицу A и расширенную матрицу B, записать 

соответствующую им систему линейных алгебраических уравнений и решить 

вопрос о еѐ совместимости или несовместимости, пользуясь теоремой Кронекера-

Капелли: 

а) A=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

--

--

--

7855

1211

2111

, B=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

3

2

1

A ; б) A=

ù
ù
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é
é
é

ê

è

-

-

405

312

042

151

113

, B=

ù
ù
ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é
é
é

ê

è

-

9

3

6

12

6

A . 

(Ответ: а) rangA=2, rangB=3, система несовместна; б) rangA=rangB=3, система 

совместна.) 

3. Найти ранг матрицы A с помощью элементарных преобразований и указать 

какой-либо еѐ базисный минор, если: 

а) A=

ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é

ê

è

8511

11715

537

213

;   б) A=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

--

-

--

14213

21102

15111

 (Ответ:  а) rang A=2; б) rang A=2.) 

Самостоятельная работа 

1. Найти ранг матрицы A и указать какой-либо еѐ базисный минор, если: 

A=

ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é

ê

è

-

-

-

0340

1231

1111

0214

. (Ответ: rang A=3.) 

Контрольные вопросы 

1. Какие строки матрицы называются линейно-зависимыми? 

2. Какие строки матрицы называются линейно-независимыми? 

3. Что называют рангом матрицы? 

4. Какие преобразования матрицы называют элементарными? 

5. Сформулируйте теорему о базисном миноре. 



6. Расскажите о вычислении ранга матрицы методом окаймляющих миноров. 

7. Расскажите о вычислении ранга матрицы с помощью элементарных 

преобразований. 

8. Дайте определение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). 

9. Какая матрица называется основной матрицей системы, расширенной? 

10. Какая СЛАУ называется совместной, не совместной? 

11. Сформулируйте теорему Кронекера-Капелли. 

 

Практическое задание №5 Обратная матрица, решение СЛАУ 

матричным методом 

1. Найти матрицу A 1- , обратную данной матрице A, если: 

а) A=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

-

-

123

421

513

; б) A=

ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é

ê

è

-

1221

1672

7130

1100

. 

(Ответ: а) A 1-=
3

1

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

--

-

--

534

171213

14910

;  б) A 1-=
15

1

ù
ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é
é

ê

è

---

-

---

--

6333

63318

168313

411337

.) 

2. Найти матрицу A 1- , обратную матрице A=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

-

-

-

376

231

253

.  

(Ответ: A 1-=
10

1

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

-

-

-

14925

8315

415

.) 

3. Для матрицы A найти матрицу A 1-  и убедиться, что AA 1-=E, если: 

A= .

401

201

312

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

 

(Ответ: A 1-= -
2

1

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

-

--

-

110

152

240

.) 

4. Доказать совместность систем с помощью теоремы Кронекера-Капелли, 

записать системы в матричной форме и решить их матричным способом: 

а) 
î
í

î
ì

ë

-=+

-=-+

-=-

;2

,22

,12

32

321

21

xx

xxx

xx

   б)
î
í

î
ì

ë

-=-

=++

=-+

.3

,12

,024

32

321

321

xx

xxx

xxx

  

(Ответ: а) 1x = 2x = 3x = 1- ;  б)  1x = 1, 2x = 1- , 3x = 2 .) 

 

 



Самостоятельная работа 

1. Найти матрицу A 1- , если A= .

123

212

120

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

--

--

-

 

(Ответ: A 1-=

ù
ù
ù

ú

ø

é
é
é

ê

è

467

234

345

.) 

2. Решить систему уравнений матричным способом и сделать проверку: 

î
í

î
ì

ë

=++

=+-

=+-

.21325

,053

,452

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). 

2. Какая СЛАУ называется совместной, не совместной? 

3. Сформулируйте теорему Кронекера-Капелли. 

4. Какая матрица называется невырожденной? 

5. Какая матрица называется обратной к матрице ɸ? 

6. Сформулируйте необходимое и достаточное условие существования обратной 

матрицы. 

7. Расскажите о свойствах обратной матрицы. 

8. Расскажите о матричном методе решения СЛАУ. 

 

Практическое занятие №6 Решение СЛАУ с невырожденной матрицей 

по формулам Крамера и методом Гаусса 

1. Решить системы уравнений, используя формулы Крамера: 

а) 
î
í

î
ì

ë

=+

-=+

=-+

;1

,643

,02

31

32

321

xx

xx

xxx

   б)

î
î

í

î
î

ì

ë

-=+

=+

=+-

=++

.24

,12

,03

,0832

41

43

432

421

xx

xx

xxx

xxx

  

(Ответ: а) 1x = 1, 2x = - 2 , 3x = 0 ; б) 1x = - 19, 2x = 26, 3x = 11, 4x = - 5 .) 

2. Исследовать систему уравнений на совместность и в случае совместности 

решить ее: 

î
î

í

î
î

ì

ë

=-+

=-+

=-+

=-+

.1278

,7532

,9934

,8852

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

  

(Ответ: ʭ1=3, ʭ2=2, ʭ3=1.) 

3. Решить системы уравнений а) по формулам Крамера; б) методом Гаусса: 

а) 
î
í

î
ì

ë

-=+

-=-+

-=+

;2

,22

,12

32

321

21

xx

xxx

xx

   б)
î
í

î
ì

ë

-=-

=++

=-+

.3

,12

,024

32

321

321

xx

xxx

xxx

  

(ʆʪʚʝʪ: а) 1x = 2x = 3x = 1- ;  б)  1x = 1, 2x = - 1, 3x = 2 .) 



Самостоятельная работа 

1. Решить систему по формулам Крамера и сделать проверку: 

î
í

î
ì

ë

-=+

-=-

-=--

.2

,12

,22

31

21

321

xx

xx

xxx

 

2. Решить систему методом  Гаусса и сделать проверку: 

î
í

î
ì

ë

=--

=++

-=+-

.023

,12532

,2234

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). 

2. Какая СЛАУ называется совместной, не совместной? 

3. Сформулируйте теорему Кронекера-Капелли. 

4. Какая матрица называется невырожденной? 

5. Расскажите о решении СЛАУ по формулам Крамера. 

6. Какие преобразования матрицы называют элементарными? 

7. Какая матрица называется основной матрицей системы, расширенной? 

8. Расскажите о решении СЛАУ методом Гаусса. 

 

Практическое занятие №7 Решение произвольных систем методом  

Гаусса 

1.Решить однородную  систему линейных алгебраических уравнений: 

а)

 
î
í

î
ì

ë

=-+

=+-

=-+

,0243

,053

,037

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

б)

 
î
í

î
ì

ë

=-+

=-+

=-+

.0523

,0645

,022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

2.Решить системы методом Гаусса: 

а) 
î
í

î
ì

ë

=++-

=+--

=-+-

,

;052

023

,023

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

  б) 
î
í

î
ì

ë

=+-+

=+-+

=+-+

,

.14323

23232

,32324

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

(Ответ: а) 1x =14t, 2x =21t, 3x = 4x =t (t-любое число); б) 1x = -10t+10, 2x =t,   

3x = -16t+15, 4x =4-5t (t-любое число).) 

3.Решить однородную систему уравнений: 

î
î

í

î
î

ì

ë

=-++

=+-+

=-++

=-++

.0192483

,03254

,04653

,0342

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  

(Ответ: 1x =8 3x -7 4x , 2x = -6 3x +5 4x .) 

  



Самостоятельная работа 

1. Решить однородную систему линейных алгебраических уравнений: 

а)

 
î
í

î
ì

ë

=+-

=++

=-+

,0274

,05

,038

321

321

321

xxx

xxx

xxx

   

б)

 
î
í

î
ì

ë

=--

=+-

=+-

.045

,0357

,042

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 
2. Проверить совместность системы уравнений и в случае совместности 

решить еѐ: а) по формулам Крамера; б) с помощью обратной матрицы; в) методом 

Гаусса. 

î
í

î
ì

ë

=-+

=+-

=+-

.5453

,1147

,1594

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Контрольные вопросы 

1. Какая СЛАУ называется однородной, неоднородной? 

2. Какое решение однородной СЛАУ называется нетривиальным? 

3. Сформулируйте необходимое и достаточное условие существования 

нетривиального решения однородной СЛАУ. 

4. Расскажите о структуре множества решений однородной СЛАУ. 

5. Сформулируйте теорему о базисном миноре. 

6. Какие неизвестные называются базисными? 

7. Какие неизвестные называются свободными? 

8. Расскажите о структуре множества решений неоднородной СЛАУ. 

 

Практическое занятие №8 Линейные операции над векторами. 

Проекции вектора 

1.По данным векторам a
 

и b
 

построить следующие их линейные 

комбинации: а) ba+2 ; б) ba 3- ; в)
 

ba
2

1

3

1
+ ; г)

 
ba

2

1
3 -- . 

2. В треугольной пирамиде SABC известны вектора aSA= , bSB= , cSC= . 

Найти вектор SO, если точка O  является центром масс треугольника ABC.                

(Ответ: )(
3

1
cbaSO ++= .) 

3. Дана прямоугольная трапеция ABCD, длины оснований AD и BC которой 

соответственно равны 4 и 2, а угол D равен A45 . Найти проекции векторов 

ACBCABAD ,,,  на ось l , определяемую вектором CD . (Ответ: ,22пр =ADl

,2пр -=ABl  ,2пр =BCl  0пр =ACl .) 



4. Даны векторы )6,2,3( -=a и )0,1,2(-=b . Найти координаты векторов: ;
3

1
2 ba-  

;
3

1
ba-  ba 32 + . (Ответ: (20/3, -13/3, 12); (3, -5/3, 2); (0, -1, 12).) 

5. В некотором базисе векторы заданы координатами: 

).3,1,1(),8,4,0(),1,2,2(),2,1,1( 321 --==-== eeea Убедиться, что векторы 321 ,, eee  

образуют базис, и найти в нем координаты вектора a . (ʆʪʚʝʪ: )1,0,1(=a .) 

Самостоятельная работа  

1. Найти длины диагоналей параллелограмма, построенного на векторах  

)8,5,3( -=a и ).4,1,1( --=b  (Ответ: 6=+ba , 14=-ba .) 

2. Векторы )4,6,2( -=AB  и )2,2,4( -=AC  определяют стороны треугольника 

.ABC  Найти длину вектора CD , совпадающего с медианой, проведенной из 

вершины C . (Ответ: 10=CD .) 

Контрольные вопросы 

1. Какую величину называют скалярной? 

2. Какую величину называют векторной? 

3. Что называют вектором? 

4. Что называют длиной вектора? 

5. Какие векторы называют одинаково (противоположно) направленными? 

6. Какие векторы называют коллинеарными? 

7. Какие векторы называют компланарными? 

8. Какие векторы называют равными, противоположными? 

9. Расскажите о линейных операциях над векторами. 

10. Какая совокупность векторов называется линейно-зависимой (линейно-

независимой)? 

11. Какую совокупность векторов называют базисом? 

12.  Что называют координатами вектора? 

13. Какими свойствами обладают координаты векторов? 

14. Дайте определение проекции вектора.  

 

Практическое  занятие №9 Деление отрезка в заданном соотношении. 

Скалярное произведение векторов 

1. Даны две вершины )5,3,2( --A , )2,3,1(-B  параллелограмма ABCD и точка 

пересечения его диагоналей )7,1,4( -E . Найти координаты остальных вершин 

параллелограмма. (Ответ: )19,1,6(C , )12,5,9( -D .) 



2. Определите координаты концов A  и B отрезка, который точками )2,0,2(C  

и )0,2,5( -D разделѐн на три равные части. (Ответ: )4,2,1(-A , )2,4,8( --B .) 

3.Векторы a  и b  образуют угол 3/2p=j , a 3= , 4=b . Вычислить: 

2
a ; 

2
b ; 2)( ba+ ; 2)( ba- ; )2()23( baba +Ö- . (Ответ: 9; 16; 13; 37; -61.) 

4. Даны векторы )4,2,4( --=a , )2,3,6( -=b . Вычислить: baÖ; 
2

a ; 
2

b ; 2)( ba+ ; 
2)( ba- ; )2()32( baba +Ö- . (Ответ: 22; 36; 49; 129; 41; -200.) 

5. Даны вершины треугольника  )1,2,3(),0,2,4(),4,2,1(: ----- CBAABC .  

Вычислить внешний угол при вершине B .(Ответ: 4/3p .) 

Самостоятельная работа 

1. Даны вершины четырѐхугольника )3,5,5(),1,1,4(),0,4,1(),2,2,1( ---- DCBA . 

Вычислить угол j между его диагоналями.  (Ответ: ¯=j 90 .) 

2. При каком значении a векторы kjia 23 ++a=  и kjib a-+= 2  взаимно 

перпендикулярны? (Ответ: 6-=a .) 

3. Найти координаты вектора b , коллинеарного вектору )1,1,2( -=a , при 

условии 3=Öba . (Ответ: )2/1,2/1,1( -=b .) 

Контрольные вопросы 

1. Что значит точка ʉ делит отрезок АВ в заданном соотношении l? Запишите 

соответствующие формулы. 

2. Что называют вектором? 

3. Что называют длиной вектора? 

4. Какие векторы называют коллинеарными? 

5. Какие векторы называют взаимно перпендикулярными? 

6. Что называют углом между двумя векторами? 

7. Что называют скалярным произведением двух векторов? 

8. Сформулируйте свойства скалярного произведения двух векторов. 

 

Практическое  занятие №10 Векторное и смешанное произведение 

векторов 

1. Векторы a  и b взаимно перпендикулярны, a 3= , 4=b . Вычислить: 

ba³ ; )()( baba -³+ ; )2()3( baba -³- . (Ответ: 12; 24; 60.) 

2. Даны векторы )2,1,3( --=a , )1,2,1( -=b . Найти координаты векторов: ba³ ; 

bba ³+ )2( ; 2)( ba- ; )2()2( baba +³- . (Ответ: (5, 1, 7); (10, 2, 14); (20, 4, 28).) 

3. Даны вершины пирамиды ɸ(2, 0, 4), ɺ(0, 3, 7), ʉ(0, 0,6), S(4, 3, 5). 

Вычислить ее объем V и высоту H, опущенную на грань ACS.  

(Ответ: V=2; H=2/ .3
 



4. Лежат ли точки ɸ(1, 2, -1), ɺ(4, 1, 5), ʉ(-1, 2, 1), D(2, 1, 3) в одной 

плоскости? ( Ответ: не лежат.) 

5. Компланарны ли следующие векторы: а) ),1,3,2(=a  ),3,1,1( -=b  
);11,9,1( --=c  б) ),1,2,3( -=a  ),2,1,2(=b  ?)2,1,3( --=c (Ответ: а) компланарны; б) 

не компланарны.) 

6. Выяснить, правой или левой будет тройка векторов ),0,4,3(=a  ),1,4,0( -=b  
).5,2,0(=c  (Ответ: левой.) 

 Самостоятельная работа 

1. Дано a 10= , ,2=b  .12=Öba  Вычислить ba³ . (Ответ: 16.) 

2. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах 

)1,1,0( -=a  и  ).1,1,1(=b  (Ответ: .6 ) 

Контрольные вопросы 

1. Какая тройка векторов называется правой (левой)? 

2. Что называют углом между двумя векторами? 

3. Что называют векторным произведением двух векторов? 

4. Сформулируйте свойства векторного произведения двух векторов. 

5. Что называют смешанным произведением трех векторов? 

6. Сформулируйте свойства смешанного произведения трех векторов. 

 

Практическое занятие №11 Прямая на плоскости 

1. Даны вершины треугольника ɸɺʉ ɸ(-2, 4), ɺ(3, 1), ʉ(10, 7). Найти:  

а) уравнение стороны ɸɺ; б) уравнение высоты ʉʅ; в) уравнение медианы ɸʄ;  

г) точку N пересечения медианы ɸʄ и высоты ʉʅ; д) уравнение прямой, 

проходящей через точку ʉ параллельно стороне ɸɺ; е) расстояние от точки ʉ до 

прямой ɸɺ. 

2. Записать уравнения прямых, которые проходят через точку ɸ(3, -1) и 

параллельны: а) оси абсцисс; б) оси ординат; в) биссектрисе первого 

координатного угла; г) прямой ʫ=3ʭ+9. (Ответ: а) ʫ= -1; б) ʭ=3; в) ʫ=ʭ-4;  

г) ʫ=3ʭ-10.)  

Самостоятельная работа 

1. Записать уравнения прямой, проходящей через точку ʈ(5, 2) и отсекающей 

равные отрезки на осях координат. (Ответ: ʭ+ʫ-7=0.) 

2. Найти уравнение прямой параллельной прямой 12ʭ+5ʫ-52=0 и отстоящей 

от нее на расстоянии 2. (Ответ: 12ʭ+5ʫ-26=0 или 12ʭ+5ʫ-78=0.) 

  



Контрольные вопросы 

1. Какой вектор называется направляющим вектором прямой? 

2. Запишите каноническое уравнение прямой на плоскости. 

3. Запишите уравнение прямой, проходящей через две заданные точки на 

плоскости. 

4. Запишите параметрическое уравнение прямой на плоскости. 

5. Какой вектор называется вектором нормали к прямой? 

6. Запишите уравнение прямой, с заданным вектором нормали и проходящей 

через точку на плоскости. 

7. Запишите общее уравнение прямой на плоскости. 

8. Запишите уравнение прямой в отрезках. 

9. Сформулируйте условия параллельности, перпендикулярности, совпадения и 

пересечения двух прямых на плоскости. 

10. Как найти расстояние от точки до прямой на плоскости? 

 

Практическое занятие №12 Прямая и плоскость в пространстве 

1. Даны четыре точки ɸ1(0, 4, 5), ɸ2(3, -2, 1), ɸ3(4, 5, 6), ɸ4(3, 2, 1). Составить 

уравнения: а) плоскости ɸ1ɸ2ɸ3; б) прямой ɸ1ɸ2; в) прямой ɸ4ʄ, 

перпендикулярной к плоскости ɸ1ɸ2ɸ3; г) прямой ɸ3N, параллельной  прямой 

ɸ1ɸ2; д) плоскости, проходящей через точку ɸ4 перпендикулярно к прямой ɸ1ɸ2;  

е) вычислить синус угла между прямой ɸ1ɸ4 и плоскостью ɸ1ɸ2ɸ3; ж) вычислить 

косинус угла между координатной плоскостью ʆʭʫ и плоскостью ɸ1ɸ2ɸ3. 

2. Вычислить угол между плоскостями x-2y+2z-3=0 и  3x-4y+5=0. (Ответ: 

cosj=11/15, j=72 5̄1¡.) 

3. Вычислить расстояние между параллельными плоскостями 3x+6y+2z-15=0 

и  3x+6y+2z+13=0. (Ответ: 4.) 

Самостоятельная работа 

1. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку ʈ(1, 0, 2) 

перпендикулярно к двум плоскостям 2x-y+3z-1=0 и 3x+6y+3z-5=0.  

(Ответ: 7x-y-5z+3=0.) 

2. Найти координаты точки Q, симметричной точке ʈ(-3, 1, -9) относительно 

плоскости 4x-3y-z-7=0. (Ответ: Q(1 ,-2, -10).) 

Контрольные вопросы 

1. Какой вектор называется нормальным вектором плоскости? 

2. Запишите уравнение плоскости, с заданным вектором нормали и проходящей 

через точку. 

3. Запишите общее уравнение плоскости. 

4. Запишите уравнение плоскости в отрезках. 

5. Запишите уравнение плоскости, параллельной двум заданным векторам и 

проходящей через точку.  



6. Расскажите о взаимном расположении двух плоскостей. 

7. Какой угол называют углом между двумя плоскостями? 

8. Запишите каноническое уравнение прямой в пространстве. 

9. Запишите уравнение прямой, проходящей через две заданные точки в 

пространстве. 

10. Запишите параметрическое уравнение прямой в пространстве. 

11. Запишите общее уравнение прямой в пространстве. 

12. Расскажите о взаимном расположении двух прямых в пространстве. 

13. Сформулируйте условия параллельности, совпадения и пересечения двух 

прямых в пространстве. 

14. Расскажите о взаимном расположении прямой и плоскости в пространстве.  

15. Сформулируйте условия параллельности, принадлежности и пересечения 

прямой по отношению к плоскости в пространстве.  

16. Как найти угол между прямой и плоскостью? 

17. Как найти расстояние от точки до плоскости? 

 

Практическое занятие №13 Эллипс, гипербола, парабола 

1. Дан эллипс, каноническое уравнение которого имеет вид  1
925

22

=+
yx

. 

Найти координаты его фокусов, эксцентриситет, уравнения директрис. Сделать 

рисунок. (Ответ: F1(-4, 0), F2(4, 0), e=0,8, x=±25/4.) 

2. По каноническому уравнению гиперболы 1
6436

22

=-
yx

 найти ее полуоси, 

фокусы, эксцентриситет, уравнения асимптот и директрис. Сделать рисунок.  

3. Построить параболу, ее директрису и фокус, зная каноническое 

уравнение параболы: ʭ
2
=6ʫ. 

4. Составить каноническое уравнение эллипса, если известно, что: а) его 

малая ось равна 24, расстояние между фокусами равно 10; б) расстояние между 

фокусами равно 6, эксцентриситет равен 3/5; в) расстояние между фокусами 

равно 4, расстояние между директрисами равно 5; г) расстояние между 

директрисами равно 32, эксцентриситет равен 0,5. 

5. Составить каноническое уравнение гиперболы, если известно, что:  

а) расстояние между вершинами равно 8, расстояние между фокусами равно 10;  

б) действительная полуось равна 5, вершины делят расстояние между центром и 

фокусом; в) действительная ось равна 6, гипербола проходит через точку ɸ(9, -4). 

6. Составить каноническое уравнение параболы, если известно, что:  

а) парабола имеет фокус F(0, 2) и вершину в точке ʆ(0, 0); б) парабола 

симметрична относительно оси абсцисс и проходит через точки  ʆ(0, 0) и ʄ(1, -4).   

Самостоятельная работа 

1. Составить уравнение гиперболы, имеющей вершины в фокусах эллипса 

1
144225

22

=+
yx

, а фокусы в его вершинах. (Ответ: 1
14481

22

=-
yx

.) 



2. Составить уравнение траектории движения точки ʄ(ʭ, ʫ), если в любой 

момент времени она остается равноудаленной от точки ɸ(8, 4) и оси ординат. 

(Ответ: (ʫ-4)
2
=16(ʭ-4) – парабола.) 

3. Записать уравнение траектории движения точки ʄ(ʭ, ʫ), если в любой 

момент времени она находится в 1,25 раза дальше от точки ɸ(5, 0), чем от прямой 

5ʭ-16=0. (Ответ: 1
916

22

=-
yx

.) 

Контрольные вопросы 

1. Запишите каноническое уравнение эллипса. 

2. Что называют вершинами, центром эллипса? 

3. Что называют большой и малой полуосями эллипса? 

4. Что называют эксцентриситетом эллипса? 

5. Что называют фокусами эллипса? 

6. Что называют директрисами эллипса? 

7. Каким свойством обладает каждая точка эллипса? 

8. Запишите каноническое уравнение гиперболы. 

9. Что называют вершинами, центром гиперболы? 

10. Что называют действительной, мнимой осями гиперболы? 

11. Что называют эксцентриситетом гиперболы? 

12. Что называют асимптотами гиперболы? 

13. Что называют фокусами гиперболы? 

14. Что называют директрисами гиперболы? 

15. Каким свойством обладает каждая точка гиперболы? 

16. Запишите каноническое уравнение параболы. 

17. Что называют вершиной параболы? 

18. Что называют фокусом параболы? 

19. Что называют директрисой параболы? 

20. Каким свойством обладает каждая точка параболы? 

 

Практическое занятие №14 Предел последовательности 

1. Найти первые пять членов последовательности: а) ;
1

)1(1
n

x n
n -+=  б) 

);)1(1( n
n nx -+=  в) ;

32

53

-

+
=

n

n
xn  г) .

2

3
arcsin)1( nx n

n p+-=  

2. Найти формулу общего члена последовательности: а) 2;
5

1
;

4

1
;

3

1
;

2

1
--   

б) 0; 2; 0; 2; … в) 2;
7

8
;

5

6
;

3

4
;2  г) 1; 0; -3; 0; 5; 0; -7; 0; … д) 2;

9

11
;

7

9
;

5

7
;

3

5
;3 ---  

3. Указать номер, начиная с которого все члены заданной 

последовательности принадлежат заданной e-окрестности: а) ;
14

1

+
=

n
xn  ʆ0,2(0);  



б) ;
2

12

n

n
xn

+
=  ʆ0,1(1); в) ;

1

n

n
xn

+
=  ʆ0,05(1).  

4. Заданные равенства записать в логической символике и доказать:  

а) ;0
1

lim =
¤nn

 б) ;2
172

lim =
+

¤ n

n

n
 в) ;1

2

1
lim =

+

+

¤ n

n

n
 указать ʧ0=ʧ0(e) для  e=0,1;  e=0,01;  

г)  ;lim 2 ¤=
¤

n
n

 г)  ;
1

lim
3

¤=
+

¤ n

n

n
 указать ʧ0=ʧ0(e) для  e=10;  e=100. 

5. Вычислить пределы: а) ;
3

1
lim

n

n

n

-

¤
 б) ;

652

173
lim

2

2

nn

nn

n --

+-

¤
 в) ;

8

2
lim

3

2

+

+

¤ n

n

n
  

г) ;
37

12
lim

2

+

+

¤ n

n

n
 д) ;

1

22
lim

3 3

+

-+

¤ n

nn

n
 е) ;

3

1
...

3

1
1

2

1
...

2

1
1

lim

n

n

n
+++

+++

¤
 ж) )....321(

1
lim

2
n

nn
++++

¤
 

Самостоятельная работа 

1. Вычислить пределы: а) ;
22

...321
lim ö

÷

õ
æ
ç

å
-

+

++++

¤

n

n

n

n
 б) ;

)1(

1
...

32

1

21

1
lim öö

÷

õ
ææ
ç

å

Ö-
++

Ö
+

Ö¤ nnn
  

в) ;
)12()12(

1
...

53

1
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1
lim öö

÷

õ
ææ
ç

å

+Ö-
++

Ö
+

Ö¤ nnn
 г) .

12

12
lim

+

-

¤ n

n

n
 

  

Контрольные вопросы 

1. Что называют числовой последовательностью? 

2. Какая последовательность называется ограниченной? 

3. Что называют e-окрестностью точки ʘ? 

4. Что называют пределом числовой последовательности? 

5. Сформулируйте свойства сходящихся последовательностей. 

 

Практическое занятие №15 Предел функции в точке и на 

бесконечности 

1. Вычислить пределы: а) ;
3

3
lim

2

2

3 -

+

 x

x

x
 б) ;

45

2
lim

2

3

0 +-

-

 xx

x

x
 в) ;

2

4
lim

2

2

4 +

-

 x
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x
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lim

2

2
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¤ xx
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x
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3

13
lim

2+

+

¤ x

x

x
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2

3
lim

2

+

+

¤ x

xx

x
 

2. Вычислить пределы: а) ;
1

12
lim

2

2

1 -

+-

 x

xx

x
 б) ;

86

8
lim

2

3

2 +-

-

 xx

x

x
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18
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x
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lim
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Самостоятельная работа 

1. Вычислить пределы: а) ( );1lim 2 xxx
x

-+
+¤

 б) ;
1

3

1

1
lim

21
ö
÷

õ
æ
ç

å

-
-

- xxx
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+
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0 x

x
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Контрольные вопросы 

1. Что называют пределом функции f(x) в точке ʭ0? 

2. Расскажите о геометрической интерпретации предела функции f(x) в точке ʭ0. 

3. Что называют пределом функции f(x) в точке ʭ0 слева? 

4. Что называют пределом функции f(x) в точке ʭ0 справа? 

5. Сформулируйте необходимое и достаточное условие существования  предела 

функции f(x) в точке ʭ0. 

6. Что называют пределом функции f(x) на бесконечности? 

7. Сформулируйте свойства функций имеющих предел. 

8. Расскажите об основных неопределенностях и методах их раскрытия. 

 

Практическое занятие №16 Первый и второй замечательные пределы  

1. Вычислить пределы: а) ;
19sin

lim
0 x

x

x
 б) ;

6sin
lim

0 x

x

x
 в) ;

2sin

5sin
lim

0 x
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x
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0 x
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x
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2. Вычислить пределы: а) ;
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Самостоятельная работа 

1. Вычислить пределы: а) ;tg)2/(lim
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 б) ;
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sincos
lim

4/ x

xx

x

-

p
 в) ;

1

12
lim

x

x x

x
ö
÷

õ
æ
ç

å

-

+

+¤
 

г) ;
1

1lim

2x

x x
ö
÷

õ
æ
ç

å
+

+¤
 д) .

1
1lim

2x

x x
ö
÷

õ
æ
ç

å
+

-¤
 

Контрольные вопросы 

1. Что называют пределом функции f(x) в точке ʭ0? 

2. Сформулируйте свойства функций имеющих предел. 

3. Расскажите об основных неопределенностях и методах их раскрытия. 

4. Запишите формулы для первого и второго замечательных пределов. 



Практическое занятие №17 Производная, её геометрический и 

физический смысл 

1. Найти производную функции ,1323 23 -+-= xxxy воспользовавшись 

определением производной. 

2. Найти производные следующих функций: 

а) 4
7

35
5

7 34 ++-=
x

xxy ;   б) xxy sin3= ;   в)
1

1
4

4

-

+
=

x

x
y ;   г) 45 )13( -+= xxy ;  

д) 3

2

3

3

1

1
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

-

+
=

x

x
y   

3. Составить уравнения касательной и нормали к кривой ʫ=ʭ
3
+2ʭ-2 в точке с 

абсциссой ʭ0=1. (Ответ: ʫ-5ʭ+4=0, 5ʫ+ʭ-6=0) 

4. Найти производные следующих функций: а)
3

3 53 4
53

x
xxy -+= ;  

б) xxxy lnsin3 Ö= ;  в)
1

1
3

3

-

+
=

x

x
y . 

 5.Записать уравнение касательной и нормали к кривой )44ln( 2 +-= xxy  в 

точке 
0

x =1. (Ответ: ;022 =-+yx  012 =-- yx .) 

 6. Найти производные следующих функций: 

а) 6

4

7 5 7
2

x
x

xy +-= ; б) xxy 5cos)1( 9 Ö+= ; в)

3

4

4

1

1
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

-

+
=

x

x
y . 

Самостоятельная работа 

1. Найти производные следующих функций: 

а) 23
4

4 x
x

xy ++= ; б) xexxy 23 tg ÖÖ= ; в)
1

sin
3

2

+
=

x

x
y . 

2. Расстояние, пройденное материальной точкой за время t c, 

12
3

1

4

1 34 ++-= ttts  (s – в метрах). Найти скорость движения данной точки в 

моменты времени t=0; 1; 2 с. (Ответ: 2 м/с; 2 м/с; 6 м/с) 

Контрольные вопросы 

1. Что называют производной функции f(x) в точке ʭ0? 

2. Сформулируйте геометрический и механический смысл производной функции 

f(x). 

3. Запишите основные правила дифференцирования. 

4. Запишите таблицу производных основных элементарных функций. 

5. Запишите уравнения касательной и нормали к кривой ʫ=f(x) в точке ʭ0. 
  



Практическое занятие №18 Правила и формы дифференцирования 

Используя формулы и правила дифференцирования, найти производные 

данных функций. 

1. а) xxy 3sin3= ; б) xey x 4tg= ; в) 3 44 sin xxy += ; г) xxy 7ctg2Ö= ;  

д) xy 5cos4

2-= ; е) xey arctg= . 

2. а) 34 )tg2(
4

xy x -= ; б) )2(ln5 xxy --= ; в) )tgsin( xy= ; г)
2

2sin2 xxxy ÖÖ= ;  

д) x

x

y ln2= ; е) 21arctg xy += . 

 3. а) 222 ++-= xxey ; б) 
23tg )3tg2( xy x+= ; в) xy 5tg 3

3=  

 4. а) xxy 3sin3Ö= ; б)
12sin

1cos2

+

+
=

x

x
y ;     в) 33cos )3sin2( xy x+= ;  

г)
22cos xexxy ÖÖ= . 

 5. а) xexy 3lg3= ; б) 233 )2cos(sin xxy += ; в) )sinln( 34 xxy -= ; 

г) xxxy 2tg7sin ÖÖ= . 

Самостоятельная работа 

1.Найти производные следующих функций: 

а) xxy 5ctg2Ö= ;  б) 233 )2tg( xxy += ;   в) )tgsin( 25 xxy -= ;  г)
2

2cos3 xexxy -ÖÖ= . 

Контрольные вопросы 

1. Что называют производной функции f(x) в точке ʭ0? 

2. Запишите основные правила дифференцирования. 

3. Запишите таблицу производных основных элементарных функций. 

 

Практическое занятие № 19 Логарифмическое дифференцирование. 

Производная функции заданной неявно и параметрически 

1. Найти производные следующих функций:  

а) xxy 5cos)3(sin= ;  б) xxy 2tg3 )1( += . 

2. Найти производные функций y, заданных неявно следующими 

уравнениями: 

а) 333 =-- yxexy ; б) 3arctg =-
y

x
xy ;  в) ayx =+33 . 

(Ответ: а)
xey

yex
y

xy

xy

+-

-
=¡

2

2

3

3
; б)

yxyx

xyyx
y

++

-+
-=¡

23

32

;      в) 3

2

ö
÷

õ
æ
ç

å
-=

x

y
y ). 

 

3. Найти производные следующих функций: 



а)
4

)3tg( xxy= ; б) 54422

=+- yxe yx .  
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

Ö-

+Ö-
=¡

23

3

24

42
:Ответ

22

22

yxey

xxye
y

yx

yx

 

4. Найти производные следующих функций: 

а) xxy 7tg4)1( += ;  б) 5)sin( 2222 =-+ yxxy                                                               

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

-

-
=¡ .

)cos(22

2)cos(2
:Ответ

222

222

yxyxy

xyxxy
y  

5. Найти вторые производные функций, заданных уравнениями: 

а)
îí

î
ì
ë

++=

-+=

;1

,1

2

23

ttx

tty
  б)

îí

î
ì
ë

=

=

.cos2

,sin2

3

3

tx

ty
 

 6. Записать уравнения касательной и нормали в точке 
0

M (2, 2) к кривой 

3

1

t

t
x

+
= , 

tt
y

2

1

2

3
2
+= . ( )034-710 0,610-7:Ответ =+=+ yxyx  

Самостоятельная работа 

1. Найти производные следующих функций. 

а) 13

)5ctg( -= xxy ;  б) yxyx +=+ 222 . ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

-

-
=¡

+

+

.
22

22
- y  :Ответ

x

yxy

yx

 

2. Найти вторую производную функции tty += 3 , ttx 22-= . 

3. Найти производную второго порядка функции, заданной уравнениями: 

123 ++= tty , 
t

x
1
= . 

Контрольные вопросы 

1. Что называют производной функции f(x) в точке ʭ0? 

2. Запишите основные правила дифференцирования. 

3. Запишите таблицу производных основных элементарных функций. 

4. Расскажите о логарифмическом дифференцировании функции. 

5. Расскажите о дифференцировании функции, заданной неявно и 

параметрически. 
 

Практическое занятие №20 Производные высших порядков. 

Дифференциал 

1. Найти вторую производную функции xxy 2arctg)41( 2 Ö+= . 

2. Дано уравнение движения точки по оси Ox: 3001,05100 ttx -+= (x 

измеряется в метрах, t – в секундах). Найти скорость v и ускорение w этой точки 

в моменты времени ,00 =t  11=t , 102 =t с. (Ответ: v=5; 4,997; 4,7 м/с, w=0; -0,006; -

0,06 ʤ/ 2ʩ.) 



3. Вычислить значение второй производной функции y, заданной уравнением 

0144 =-+- yxyx , в точке ʄ(0,1). (Ответ: - 
16

1
). 

4. Найти дифференциалы первого порядка следующих функций: 

а) xxy 3tgÖ= ;     б) 2)(arcsinarctg xxy += ;     в) )4ln( 2xxy ++= . 

5. Найти дифференциал второго порядка функции 
3xey -= . 

6. Найти дифференциалы третьего порядка функций: а) xy 2sin2= ;б)
x

x
y

ln
= . 

7. Найти приближѐнное значение функции 354 23 ++-= xxxy  при ʭ=1,03 с 

точностью до двух знаков после запятой. (Ответ: 5,00.) 

8. Найти приближѐнное значение 4 17  с точностью до двух знаков после 

запятой. (Ответ: 2,03.) 

Самостоятельная работа 

1. Найти производную второго порядка функции )1ln()1( 22 xxy +Ö+= . 

2. Вычислить значение второй производной функции y , заданной 

уравнением 0=-+ xyey , в точке )0,1(1M . (Ответ: 
8

1
- ) 

3. Найти дифференциалы первого, второго и третьего порядков функции 

xxy ln3= . 

4. Найти приближѐнное значение функции 3

1

1

x

x
y

+

-
= , при x= -0,1 с точностью 

до двух знаков после запятой. (Ответ: 1,03.) 

Контрольные вопросы 

1. Сформулируйте механический смысл производной функции f(x). 

2. Дайте определение производной первого, второго, третьего порядков. 

3. Расскажите о дифференцировании функции, заданной неявно и 

параметрически. 

4. Запишите формулы для вычисления дифференциала первого, второго, третьего 

порядков. 

5. Расскажите о применении дифференциала в приближенных вычислениях. 

 

Практическое занятие №21 Правило Лопиталя 

1. Найти пределы: 

а)
45

247
lim

3

23

1 +-

++-

 xx

xxx

x
 ; б)

30

sincos
lim

x

xxx

x

-Ö


; в)

x

e x

x 3tg

1
lim

7

0

-


; 

г) ö
÷

õ
æ
ç

å
-

- xx

x

x ln

1

1
lim

1
; д)

a

x

ax a

x 2

tg

2lim

p


ö
÷

õ
æ
ç

å
- ; е) ( ) p-

p


x

x

x
2

2

tglim ; ж)
x

x x
ö
÷

õ
æ
ç

å
+

¤
1

2
lim . 

2. Найти указанные пределы: 



а)
xx

x

x 7sin

7cos1
lim

0 Ö

-


; б) ( )

2

1

2coslim
0

x

x
x

. (Ответ: а) 
2

7
, б) 2-e .) 

Самостоятельная работа 

Найти указанные пределы: 

1. а)
2

4
ctg

lim
2 -

ö
÷

õ
æ
ç

åp

 x

x

x
; б)

x

x x

sin

0

1
lim ö

÷

õ
æ
ç

å


 (Ответ: а) 

4

p
- ; б) 1.) 

2. а) ö
÷

õ
æ
ç

å
Ö

¤ x
x

x

3
sinlim ; б) x

x
x -



1

1

1
lim ;  (Ответ: а) 3; б) 1-e .) 

Контрольные вопросы 

1. Расскажите о нахождении пределов функций по правилу Лопиталя (раскрытие 

неопределенностей вида 0/0, ¤/¤).  

2. Расскажите о нахождении пределов функций по правилу Лопиталя (раскрытие 

неопределенностей вида 0Ö¤, ¤-¤, 0
0
, ¤

0
, 1
¤
). 

 

Практическое занятие №22 Исследование функций на монотонность и 

экстремум  

1. Найти интервалы монотонности функции 52 24 --= xxy . (Ответ: убывает в 

(-∞;-1) и (0;1), возрастает в (-1;0) и (1; +∞).)  

2. Исследовать на экстремум функцию ( )3 22 56 +-= xxy . (Ответ: 0
min
=y  при 

x=1 и x=5, 3
max 22=y  при x=3)  

3. Исследовать на экстремум функцию .ln2 xxy=  (Ответ: 
2max

4

e
y =  при 2-=ex , 

0min =y при x=1) .  

4. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 11232 23 +-+= xxxy  на 

отрезке [-1;5]. (Ответ: 6-=ʥʘʠʤy  при x=1, 266=ʥʘʠʙy при x=5) 

Самостоятельная работа 

1. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 33 xxy +=  на отрезке 

[-1,1]. (Ответ: 4-=ʥʘʠʤy , 4=
ʥʘʠʙ

y .) 

2. Исследовать на экстремум функцию ( )3 22 1-= xy ;  

(Ответ: 0min =y  при 1°=x , 1max=y  при x=0) 

Контрольные вопросы 

1. Какие функции называются монотонными? 

2. Сформулируйте условия монотонности функции. 



3. Какие точки называются стационарными точками функции? 

4. Какие точки называются критическими точками функции? 

5. Сформулируйте условия экстремума функции. 

6. Расскажите об алгоритме отыскания наибольшего и наименьшего значений 

функции f(x) на отрезке [a, b]. 

 

Практическое занятие №23 Исследование выпуклости, вогнутости 

графиков функций, асимптоты 

1. Найти точки перегиба, интервалы вогнутости и выпуклости графика 

функции ).1ln( 2xy +=  (Ответ: )2ln,1(
1

M , )2ln,1(
2
-M ) 

2. Найти асимптоты кривой 
2

3

)1(2 +
=

x

x
y , (Ответ: x=-1, 1

2

1
-= xy  ) 

3. Найти точки перегиба, интервалы выпуклости и вогнутости кривой 

xxy -=arctg . (Ответ: ʆ(0, 0), (-∞, 0) – выпуклая, (0, +∞)-вогнутая)  

4. Провести полное исследование функции )54ln( 2 +--= xxy  и построить ее 

график. (Ответ: 0max=y  при x=2; точки перегиба ),2ln,1(
1

M  )2ln,3(
2

M .) 

Самостоятельная работа 

1. Провести полное исследование функции 
2

3

3 x

x
y

-
= и построить ее график. 

(Ответ: точки разрыва ;3°=x 5,4max -=y  при x=3; 5,4min =y  при x= -3; точка 

перегиба );0,0(1M асимптоты 3°=x и ʫ= -ʭ.) 

Контрольные вопросы 

1. Какие функции называются выпуклыми, вогнутыми? 

2. Какую точку называют точкой перегиба функции f(x)? 

3. Сформулируйте достаточное условие выпуклости функции. 

4. Сформулируйте необходимое условие точки перегиба функции. 

5. Сформулируйте первое, второе достаточные условия перегиба функции. 

6. Какую прямую называют вертикальной асимптотой графика функции? 

7. Какую прямую называют горизонтальной асимптотой графика функции? 

8. Какую прямую называют наклонной асимптотой графика функции? 

9. Запишите схему построения графика функции. 

 

Практическое занятие №24 Контрольная работа (пример) 

1. Найти площадь треугольника построенного на векторах a
C

 и b
C

 
kja
CCC

32 +-= ,  jib
CCC

23 -= . 

2.Найти угол между векторами a
C

 и b
C

при указанных условиях: 



1=a
C

, 2=b
C

, ( ) ( ) 202
22
=++- baba

CCCC
. 

3.Найти предел 
4

223
lim

22 -

--

 x

x

x
. 

4.Найти предел 
x

x x

4

12

3
1lim ö

÷

õ
æ
ç

å

-
+

-¤
. 

5. Найти производную первого порядка y¡, если 2

2
3

9

1

27

2
xx

xx
y +ö

÷

õ
æ
ç

å
-= . 

6. Найти вторую производную y¡¡, если xe
x

x
y -Ö

+

-
=

1

1
. 

7. Найти вторую производную 
2

2

dx

yd
  функции 

í
ì
ë

-=

+=

.sinln

,cosln

tty

ttx
 

8. Под каким углом синусоида xy sin=  пересекает прямую 
2

1
=y ? 

Вопросы к экзамену 

1. Векторы на плоскости и в пространстве. 

2. Линейные операции над векторами и их свойства.  

3. Линейная зависимость и независимость системы векторов. Теоремы о 

линейной зависимости и независимости системы векторов. 

4. Базис и размерность линейного пространства. Координаты вектора и их 

свойства. 

5. Проекция вектора на ось и ее свойства. 

6. Скалярное произведение векторов и его свойства. Вычисление скалярного 

произведения в ортонормированном базисе. 

7. Прямоугольная декартова система координат. Расстояние между двумя 

точками, деление отрезка в заданном соотношении. 

8. Векторное произведение векторов и его свойства. Вычисление векторного 

произведения в ортонормированном базисе. 

9. Смешанное произведение векторов и его свойства. Вычисление смешанного 

произведения в ортонормированном базисе. 

10. Каноническое, параметрическое уравнения прямой на плоскости. Уравнение 

прямой, проходящей через две точки. 

11. Вектор нормали к прямой. Общее уравнение прямой, уравнение прямой в 

отрезках на плоскости. 

12. Взаимное расположение двух прямых на плоскости. Расстояние от точки до 

прямой. 

13. Плоскость в пространстве. Уравнение плоскости с заданным нормальным 

вектором и проходящей через данную точку. Общее уравнение плоскости. 

Угол между плоскостями. 

14. Уравнение плоскости параллельной двум данным векторам. Уравнение 

плоскости, проходящей через три точки. Взаимное расположение двух 

плоскостей. 



15. Уравнения прямой в пространстве (каноническое,  уравнение прямой 

проходящей через две заданные точки, векторно-параметрическое, общее 

уравнение). 

16. Взаимное расположение прямых, прямой и плоскости в пространстве. Угол 

между прямой и плоскостью. Расстояние от точки до плоскости в 

пространстве. 

17. Матрицы. Операции сложения матриц и умножения на число, их свойства. 

18. Операции умножения матрицы на вектор-столбец, умножения матриц и их 

свойства. Транспонирование матриц. 

19. Определитель n-го  порядка. Способы вычисления определителей. 

20. Свойства определителя n-го порядка. 

21. Миноры и алгебраические дополнения элемента квадратной матрицы. 

22. Ранг матрицы и способы его вычисления. 

23. Системы m линейных уравнений с n неизвестными.  

24. Совместность системы линейных уравнений. Теорема Кронекера-Капелли. 

25. Решение систем линейных уравнений с невырожденной матрицей матричным 

методом. 

26. Решение систем линейных уравнений с невырожденной матрицей по 

формулам Крамера. 

27. Решение систем m линейных уравнений с n неизвестными методом Гаусса. 

28. Нетривиальные решения однородной системы линейных уравнений. 

29. Структура решений однородной системы линейных уравнений. 

30. Структура решений неоднородных систем линейных уравнений. 

31. Кривые второго порядка. Эллипс и его характеристики. 

32. Кривые второго порядка. Гипербола  и ее характеристики. 

33. Кривые второго порядка. Парабола  и ее характеристики. 

34. Числовые последовательности, их виды и способы задания. 

35. Свойства сходящихся последовательностей. 

36. Монотонные числовые последовательности. Критерий сходимости 

монотонной последовательности.  

37. Второй замечательный предел для числовой последовательности.  

38. Бесконечно малые и бесконечно большие числовые последовательности и их 

свойства. 

39. Теорема о представлении общего члена сходящейся последовательности. 

Правила предельного перехода  для числовых последовательностей. 

40. Понятие предела функции в точке. Эквивалентность определения по Коши и 

Гейне. 

41. Односторонние пределы и предел функции на бесконечности. 

42. Свойства функций, имеющих предел в точке. 

43. Бесконечно малые и бесконечно большие функции и их свойства. 

44. Теорема о связи функции, ее предела и бесконечно малой функции. Правила 

предельного перехода для функций. 

45. Первый и второй замечательные пределы для функций. Сравнение функций. 

46. Различные определения непрерывности функции в точке. Свойства 

непрерывных функций. 



47. Односторонняя непрерывность. Точки разрыва функций и их классификация. 

48. Непрерывность элементарных функций. 

49. Непрерывность функции на отрезке. 

50. Производная функции, ее геометрический и физический смысл. 

51. Основные правила дифференцирования. 

52. Производные элементарных функций. 

53. Дифференциал функции, его геометрический смысл. 

54. Применение дифференциала в приближенных вычислениях. Инвариантность 

формы дифференциала. 

55. Производные высших порядков. 

56. Производная функции заданной неявно и параметрически. Дифференциалы 

высших порядков. 

57. Основные теоремы дифференциального исчисления (теорема Ферма). 

58. Основные теоремы дифференциального исчисления (теорема Ролля). 

59. Основные теоремы дифференциального исчисления (теорема Коши). 

60. Основные теоремы дифференциального исчисления (теорема Лагранжа). 

61. Нахождение пределов функций по правилу Лопиталя (раскрытие 

неопределенностей вида 0/0, ¤/¤). 

62. Нахождение пределов функций по правилу Лопиталя (раскрытие 

неопределенностей вида 0Ö¤, ¤-¤, 0
0
, ¤

0
, 1
¤
). 

63. Формула Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа и Пеано. 

64. Разложение основных элементарных функций (ʫ=e
x
, ʫ=sinx, ʫ=cosx) по 

формуле Тейлора. 

65. Разложение основных элементарных функций (ʫ=ln(1+x), ʫ=(1+x)
a
) по 

формуле Тейлора. 

66. Приложения формулы Тейлора в приближенных вычислениях. 

67. Монотонность функции. Необходимые и достаточные условия монотонности 

функции. 

68. Экстремум функции. Необходимые и достаточные условия экстремума 

функции. 

69. Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке [a, b]. 

70. Выпуклость и вогнутость графика функции. Достаточные условия 

выпуклости, вогнутости на интервале. 

71. Точки перегиба графика функции. Необходимые и достаточные условия 

существования у функции точек перегиба. 

72. Асимптоты графика функции. Нахождение вертикальных, горизонтальных и 

наклонных асимптот. 

73. Схема исследования и построения графика функции. 
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